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摘 要： 本文用特征函数将因氧化层和空间电荷区衔接条件得到的恒等式作正交展开，把未知量求解转化成一

组线性代数方程，得到了二维电势解析表达式，并给出了电势能极值点的计算方法．模型的优点是精度与数值解的精
度相同，不含适配参数、运算量小、避免了数值分析时的方程离散化，可直接用于电路模拟程序．文中讨论了亚阈值下
ＮＭＯＳＦＥＴ的电势分布、阈值电压和界面态电荷的影响．结果表明，该模型与ＭＥＤＩＣＩ结果极其吻合．
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１ 引言

ＭＯＳ器件模型可分为两大类，一类是数值模型［１］，
它用差分法或有限元方法求解泊松方程和电流连续方

程，这类数值模型的优点是计算准确，精度高，缺点是运

算量大，没有解析表达式，无法用于电路模拟程序中．另
一类是解析模型，目前也有两类：（１）只计算 Ｓｉ表面电
势［２，３］，其中用了一些与实际情况不同的假设，因此需

要适配参数，给模型应用带来了诸多不便；（２）近似求解
二维电势定解问题［４，５］，通常将栅氧化层中从栅至源端

和栅至漏端边界的电势设为一维线性分布，耗尽层厚度

只取一阶项．随着器件的尺寸越来越小、栅绝缘层越来
越薄，这样处理氧化层边界和耗尽层厚度，会给电势分

布造成大的误差．ＸｉｅＱ等人在文献［６］中介绍了这个定
解问题的提法，由于无法求出全解析表达式，作者没有

给出它的解．
一般有衔接条件的二维定解问题，难以得到解析表

达式，其原因是根据衔接条件得到的代数方程是一组含

有无穷级数的超越方程，无法直接解出方程中的未知系

数．诸多解法例如半解析法用最小平方等数值解法也仅
能解出有限个系数，写不出具体解析公式．ＭＯＳＦＥＴ的
电势分布是典型的有衔接条件的边值问题，难以写出其

解析表达式的原因正是如此．为了克服这个缺点，本文
用特征函数将因氧化层和空间电荷区衔接条件得到的

恒等式作正交展开，未知量的求解转换成一组线性代数

方程，避免了直接数值解法，首次得到了边界条件没有
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近似的亚阈值下二维电势的解析表达式．本文给出了
模型与数值结果的算法复杂度的比较，计算了沟道长

度４５ｎｍ及以下的ＮＭＯＳＦＥＴ电势分布、耗尽层厚度和阈
值电压．计算结果与二维数值模拟结果高度一致，验证
了该二维电势解析模型的正确性．

２ 电势解析模型

２１ 电势模型建立

本文讨论的是Ｎ型ＭＯＳＦＥＴ，栅下面的氧化层设为

Ⅰ区，电势为 ＵΙ（ｘ，ｙ）．Ｓｉ中的空间电荷区设为Ⅱ区，
电势为 ＵΙΙ（ｘ，ｙ），坐标系如图１所示．设氧化层内无固
定正电荷，其二维电势分布满足拉普拉斯方程

２ＵΙ
ｘ２

＋
２ＵΙ
ｙ２

＝０ （１）

边界条件与ＭＥＤＩＣＩ模拟的边界条件［７］一致，为
ＵΙ ｘ＝－ｔｏｘ

＝ＶＧ

ＵΙ
ｙ ｙ＝０

＝０，ＵΙ
ｙ ｙ＝Ｌ

{ ＝０
（２）

式中，ｔｏｘ为氧化层厚度，栅极电势 ＶＧ＝Ｖｇｓ＋
Ｅｇ
２ｑ，Ｅｇ为

禁带宽度，Ｖｇｓ表示栅极外加电压．亚阈值下，空间电荷
区的电荷只须考虑固定正电荷［８］，同时假定衬底为均

匀掺杂，得到Ⅱ区电势的二维泊松方程

２ＵΙΙ
ｘ２

＋
２ＵΙΙ
ｙ２

＝
ｑＮＡ
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边界条件是

ＵΙΙ ｙ＝０＝ＶＳ，ＵΙΙ ｙ＝Ｌ＝ＶＤ
ＵΙΙ
ｘ ｘ＝ｄ

{ ＝０
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按照物质的本构关系，Ⅰ区和Ⅱ区的衔接处有

ＵΙ（０，ｙ）＝ＵΙΙ（０，ｙ）

εｒ
ＵΙ
ｘ ｘ＝０

＝εｓｉ
ＵΙΙ
ｘ ｘ＝０

＋Ｑ{ Ｓ
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根据文献［５，６］，在耗尽层底部边界有电势能极值
点（ｄ，ｙｊ），该点电势等于衬底电势 ＶＢ，可表示为

ＵΙΙ ｄ，ｙ( )ｊ ＝ＶＢ
ＵΙΙ
ｙ ｙ＝ｙｊ，ｘ＝ｄ

{ ＝０
（６）

其中，ｑ为电子电量，εｓｉ为硅介电常数，εｒ为氧化层的介
质常数，ＮＡ为掺杂浓度，Ｌ为沟道长度，ｄ为耗尽层厚
度．ＮＤ为源漏掺杂浓度，Ｖｂ为衬底所加电压，ＱＳ为界

面电荷．源极电势 ＶＳ＝Ｖｓｂ＋
Ｅｇ
２ｑ，漏极电势 ＶＤ＝Ｖｄｓ＋

Ｅｇ
２ｑ，ＶＢ＝Ｖｂ－

ｋＴ
ｑｌｎ

ＮＡ
ｎｉ
，Ｖｓｂ、Ｖｄｓ和Ｖｂ分别为源极、漏极和

基极外加电压．
２２ 定解问题的解析解

用分离变量法求解式（１），得到特征函数 Ｙ（ｙ）＝

Ｂｎｃｏｓ
ｎπｙ
Ｌ，特征值为λ＝

ｎπ( )Ｌ
２
，ｎ＝１，２，３…．Ⅰ区电

势 ＵΙ为
ＵΙ（ｘ，ｙ）＝ＶＧ＋Ｂ０（ｘ＋ｔｏｘ）

＋∑
∞

ｎ＝１
Ｂｎ
ｓｉｎｈ
ｎπ（ｘ＋ｔｏｘ）

Ｌ

ｃｏｓｈ
ｎπｔｏｘ
Ｌ

ｃｏｓｎπｙＬ （７）

再用特征函数展开法求解Ⅱ区的定解问题，得到空间

电荷区电势是

ＵΙΙ（ｘ，ｙ）＝ＶＳ＋ ＶＤ－Ｖ( )Ｓ ｙＬ－
ｑＮＡ
２εｓｉ
ｙＬ－( )ｙ

＋∑
∞

ｍ＝１
Ａｍ
ｃｏｓｈｍπ ｄ－

( )ｘ
Ｌ

ｃｏｓｈｍπｄＬ

ｓｉｎｍπｙＬ （８）

式（７）和式（８）分别是栅氧化层区域和空间电荷区的二
维电势，两式中的 Ｂ０、Ｂｎ和Ａｍ为未知量，需要用衔接
条件继续求解．
将 ＵΙ（ｘ，ｙ）和 ＵΙΙ（ｘ，ｙ）带入衔接条件（５）中，整理后得
到

Ｂ０ｔｏｘ＋∑
∞

ｎ＝１
Ｂｎｔａｎｈ

ｎπｔｏｘ
Ｌ ｃｏｓ

ｎπｙ
Ｌ ＝ＶＳ－ＶＧ

＋ ＶＤ－Ｖ( )Ｓ ｙＬ－
ｑＮＡ
２εｓｉ
ｙＬ－( )ｙ ＋∑

∞

ｍ＝１
Ａｍｓｉｎ

ｍπｙ
Ｌ （９）

Ｂ０＋∑
∞

ｎ＝１

ｎπ
ＬＢｎｃｏｓ

ｎπｙ
Ｌ ＋

εｓｉ
εｒＬ

·∑
∞

ｍ＝１
ｍπＡｍｔａｎｈ

ｍπｄ
Ｌ ｓｉｎ

ｍπｙ( )Ｌ ＝
ＱＳ
εｒ

（１０）

将式 （９）和 式 （１０）在 区 域 Ⅰ 的 特 征 函 数 系

ｃｏｓｎπｙＬ，ｎ＝０，１，２{ }… 中 作 正 交 展 开，令 θｍｎ ＝

０，ｍ＝ｎ
１，ｍ≠{ ｎ

，得到
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Ｂ０＝
ＶＳ－ＶＧ
ｔｏｘ

＋
ＶＤ－ＶＳ
２ｔｏｘ

＋ １
πｔｏｘ∑

∞

ｍ＝１

１－（－１）ｍ
ｍ Ａｍ－

２ｑＮＡＬ２

εｓｉｍ３π３
１－（－１）( ){ }ｍ

（１１）

Ｂ０＝
Ｑｓ
εｒ
－εｓｉ
εｒＬ∑

∞

ｍ＝１
Ａｍｔａｎｈ

ｍπｄ
Ｌ １－（－１）( )ｍ （１２）

Ｂｎ＝
２ＶＳ－Ｖ( )Ｄ １－（－１）( )ｎ

ｎ２π２ｔａｎｈ
ｎπｔｏｘ
Ｌ

＋∑
∞

ｍ＝１

２ｍθｍｎ
π ｍ２－ｎ( )２

１－（－１）ｍ＋( )ｎ

ｔａｎｈ
ｎπｔｏｘ
Ｌ

· Ａｍ－
２ｑＮＡＬ２

εｓｉｍ３π３
１－（－１）( ){ }ｍ （１３）

Ｂｎ＝
２εｓｉＬ
εｒｎπ２∑

∞

ｍ＝１
Ａｍ
－ｍπ
Ｌ ｔａｎｈ

ｍπｄ( )Ｌ
ｍθｍｎ
ｍ２－ｎ２

１－（－１）ｍ＋( )ｎ

（１４）
联立式（１２）和（１３）、（１４）和（１５），得到求解 Ａｍ的线性方
程组，为

∑
∞

ｍ＝１
Ａｍ １－（－１）( )ｍ εｓｉｔｏｘ

εｒＬ
ｔａｎｈｍπｄＬ ＋１ｍ( )π ＝ＶＧ－

１
２ ＶＳ＋Ｖ( )Ｄ ＋

ｑＮＡＬ２

１２εｓｉ
＋
ｔｏｘ
εｒ
ＱＳ

∑
∞

ｍ＝１
Ａｍ
ｍθｍｎ １－（－１）ｍ＋( )ｎ

ｍ２－ｎ２
１＋εｓｉ

ｍ
εｒｎ
ｔａｎｈｍπｄＬｔａｎｈ

ｎπｔｏｘ[ ]Ｌ

＝
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ｎ２π

１－（－１）( )ｎ ＋∑
∞

ｍ＝１

２ｑＮＡＬ２θｍｎ
εｓｉｍ２π３ ｍ２－ｎ( )２ １－（－１）( )ｍ １－（－１）ｍ＋( )ｎ ，ｎ＝１，２，３











 …

（１５）

式（１５）是一组代数方程组，可在Ｍａｔｌａｂ中编程近似计算
Ａｍ的值，一般 ｍ取５０～８０项即可．最后，将 Ａｍ带入式
（１２）和（１４），得到 Ｂ０和 Ｂｎ．
２３ 沟道电势极小值点的算法

沟道内电势能极值点（ｄ，ｙｊ）的坐标分两种情况讨
论．一种是沟道较短或者栅电压较小的情况，这时耗尽
层底部没有等势线，仅有一点（ｄ，ｙｊ１）存在．用牛顿迭代
法计算（ｄ，ｙｊ１），根据式（６）可以写出耗尽层厚度 ｄ和ｙｊ１
的迭代式是

ｙ ｋ( )＋１
ｊ１ ＝Ｌ２－

ＶＤ－Ｖ( )Ｓεｓｉ
ＬｑＮＡ

－∑
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Ｌ

ｃｏｓ
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ｊ
Ｌ

（１６）
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( )ｋ



























Ｌ

（１７）
ｄ的迭代初值ｄ（０）取长沟道下的经典耗尽层厚度计算
值［５］

ｄ( )０ ＝ ２εｓｉφｓａ／ｑＮ槡 Ａ （１８）

其中 φｓａ＝ －γ２＋
γ
２

４＋ＶＧ－Ｖ槡( )Ｂ ２

，γ ＝ ２ｑεｓｉＮ槡 Ａ／

Ｃｏｘ．ｙｊ１的初值根据式（１６）可设为

ｙ（０）ｊ１ ＝
Ｌ
２－

Ｖｄｓ－Ｖ( )ｓｂεｓｉ
ＬｑＮＡ

（１９）

求解 Ａｍ和（１６）（１７），直至 ｄ ｋ( )＋１ －ｄ( )ｋ ＜σ，σ为误
差，一般迭代４～５次即可．

另一种情况是沟道较长或者栅电压较小时，耗尽层底

部的等势线有一段平行于 ＳｉＳｉＯ２界面的平行线，满足
式（６）的有许多个点（ｄ，ｙｊ１），（ｄ，ｙｊ２），（ｄ，ｙｊ３）…．由于
所有点的 ｘ坐标均为ｄ，可以迭代计算式（１６），（１７）得 ｄ
和 ｙｊ１，然后取 ｙｊξ为 ０到 Ｌ中的若干格点，若 ＵΙΙ（ｄ，
ｙｊξ）－ＵΙΙ（ｄ，ｙｊ１）小于一个极小量ε，则此 ｙｊξ为电势能
极值点的一个根，直至求出所有 ｙｊ的区间 ａ，[ ]ｂ．算法
的流程图见图２．

为了比较模型算法与数值算法的计算量，将模型

计算中的变量数与数值模拟软件 ＭＥＤＩＣＩ中的变量数
相比较，计算它们的时间复杂度．在不同沟道长度下，
外加电压为 Ｖｇｓ＝０２Ｖ，Ｖｄｓ＝０３Ｖ，设最大误差为 ３×
１０－４Ｖ，式（１５）、（１６）和（１７）取符合误差要求的变量 Ａｍ
最少个数和迭代次数，ＭＥＤＩＣＩ同样取其最少格点数．比
较结果见表１，模型的迭代次数小于 ＭＥＤＩＣＩ，而 ＭＥＤＩＣＩ
的平均时间复杂度是模型的１９９次方．若设论文给出
的模型时间复杂度是 ( )Ｏ ｎ，则数值计算的时间复杂度
近似为 Ｏ ｎ( )２ ，这表明模型的计算量大幅度减小，时间
复杂度有质的提高．
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表１ 模型和ＭＥＤＩＣＩ计算量比较

沟道

长度

模型 ＭＥＤＩＣＩ

变量数迭代次数时间复杂度 变量数迭代次数时间复杂度

３０ｎｍ ３５ ４ Ｏ( )３５ １８６０ ８ Ｏ ３５２．( )１１

４５ｎｍ ５０ ４ Ｏ( )５０ ２６７０ ８ Ｏ ５０２．( )０２

６５ｎｍ ６０ ４ Ｏ( )６０ ２９６５ ９ Ｏ ６０１．( )９５

９０ｎｍ ７５ ４ Ｏ( )７５ ３４２０ ９ Ｏ ７５１．( )８８

３ 模型计算结果与数值分析对比

用Ｍａｔｌａｂ编程计算得到 ＭＯＳＦＥＴ氧化层和空间电
荷区的二维电势模型和阈值电压，并将其与二维数值

模拟软件Ｍｅｄｉｃｉ结果进行对比．部分结构参量是：源漏
掺杂浓度 ＮＤ＝２ｅ２０ｃｍ－３，氧化层厚度 ｔｏｘ＝２ｎｍ，源端偏
置电压 Ｖｓｂ＝０Ｖ，界面电荷 ＱＳ的密度未特别说明时均
取１ｅ１０ｃｍ－２．
３１ 电势分布

图３给出了沟道长度４５ｎｍ时的等势线分布．图中
横坐标是沿沟道的距离 ｙ，纵坐标是厚度 ｘ，耗尽层纵
坐标的最大值为耗尽层厚度 ｄ．由图可知，由于 ＤＩＢＬ
（ＤｒａｉｎＩｎｄｕｃｅｄＢａｒｒｉｅｒＬｏｗｅｒｉｎｇ）效应，耗尽层等势线簇的
底部偏向源极，ｄ为２７５８８ｎｍ，模型精确预测了ＤＩＢＬ效
应和氧化层和空间电荷区二维电势的分布．由图可知，
不同于以往模型［４，６］所做的假设，氧化层的两侧边界电

势与线性分布相差甚远．

图４为不同沟道长度下的表面势ψＳ分布，其中

ψｓ( )ｙ ＝ＵΙΙ ０，( )ｙ．随着沟道长度的缩短，ＤＩＢＬ效应使
得模型的表面势最小值点坐标向源端偏移．根据图２计
算得到沟道长度 ０．２μｍ时的（ｄ，ｙｊ）为（１５５１７ｎｍ，ｙｊ∈
［００６２３μｍ，０１３５８μｍ］）．由图可见，亚阈值时不同沟道
长度下的表面势ψＳ均和 Ｍｅｄｉｃｉ模拟结果高度一致．图
５为４５ｎｍＮＭＯＳＦＥＴ在不同 ｘ坐标下沿ｙ方向的一维电
势分布．四条曲线从上至下分别是横向一维电势 ＵΙΙ

０，( )ｙ、ＵΙΙ
ｄ
３，( )ｙ、ＵΙΙ ｄ

２，( )ｙ和ＵΙΙ ｄ，( )ｙ的曲线．由

图可知，此二维电势模型可精确模拟沟道中任一位置

的电势分布．

３２ 耗尽层厚度

图６给出了亚阈值下耗尽层厚度 ｄ与栅压Ｖｇｓ、漏
压 Ｖｄｓ的关系．由图可见，Ｖｄｓ较小时ｄ随栅压Ｖｇｓ的变化
率Δｄ／ΔＶｇｓ大于ｄ随漏压Ｖｄｓ的变化率Δｄ／ΔＶｄｓ．当 Ｖｄｓ
＞０５Ｖ时，Δｄ／ΔＶｄｓ超过１４２ｎｍ／Ｖ，远大于Δｄ／ΔＶｇｓ，成
为控制耗尽层厚度的主要原因，这就是所谓的 ＤＩＢＬ效
应，因此ＤＩＢＬ效应仍是极短沟道 ＭＯＳＦＥＴ极限的主要
限制因素．

３３ 阈值电压

阈值电压是表面势的最小值为２φｆ＝２
ｋＴ
ｑｌｎ

ＮＡ
ｎｉ
时，

对应的栅电压 Ｖｇｓ，针对本文中定解问题的边界条件，
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表面势的最小值应该为 ２φｆ＋ＶＢ．所以，由图 ２的算法
求表面势极小值点，使其等于２φｆ＋ＶＢ，此时的 Ｖｇｓ提取
为阈值电压Ｖｔｈ．图７（ａ）为 Ｖｔｈ随沟道长度的变化．当 Ｌ
≤４５ｎｍ时 Ｖｔｈ迅速减小，Ｖｔｈ的变化量为 ΔＶｔｈ＝
００１１ｅ－０．７５４( )Ｌ Ｖ．特别是沟长在３０ｎｍ以下时，ΔＶｔｈ／ΔＬ
增大至６１２５ｍＶ／ｎｍ．由于模型考虑了界面电荷 Ｑｓ，改
变 Ｑｓ会调整Ｖｔｈ的大小，若有 ＮＦ为界面电荷面密度，则
Ｑｓ＝±ＮＦ·ｑ，图７（ｂ）表示 Ｖｔｈ随ＮＦ的变化，Ｖｔｈ与ＮＦ为

线性关系，近似为 Ｖｔｈ＝ －０．０１８５ＮＦ＋０．( )４５４１Ｖ．

４ 结论

本文提出了一种求解亚阈值状态下 ＭＯＳＦＥＴ的二
维电势的方法，得到了沟道长度 ４５ｎｍ以下的 ＭＯＳＦＥＴ
栅氧化层和沟道耗尽层的二维电势解，分析了模型的

时间复杂度，并将它与数值解的时间复杂度做了比较．
模型得到的二维电势分布、表面势和阈值电压结果与

Ｍｅｄｉｃｉ数值分析结果高度一致．
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